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Un'osservazione ìmportante: la scrirtura (3) descrive i valori di y

ottenuti sostituendo ad Ì numeri sempre piil vicini ad a; ma tale scrittula
non ci dà informazioni sull'andamento della funzione, quando si sostitui-
sce ad'x esattamente il numero a. Anzi può succedere che 4 non appalten-
ga al campo di esistenza della funzione e perciò non sia possibile sostituire
ad -r il numero 2.

6. Limite per x che tende ad un numero f inito: definizioni
Le osservazioni intuitive sviluppate nel paragralo precedente vermnno ora
precisate: si arriverà a definizioni rigotose, atlraverso ragionamenti analo-
ghi a quelli seguiti nel paragrafo 3. Il lavoro sarà diviso in tre parti:
A) i limiti infiniti,
B) i limti finiti,
C) le nozioni di limitc desro e limire sinistro.

A) Limiti infiniti
Cominciamo col fissare l'attenzione sulla funzione

rappresentata in figura 42: quando:t assume valori sempre piiL vicini a 0, )
assume valori positivi sempre più grandi; il corrispondente grafico preseù-
ta due rami che sembrano awicinarsi sempre di più alla retta d'equazione
-r=0. Ma tabella e figura non bastano per assicurarci che veramente )
cresca indefinitamente. Potrebbe infatti presentarsi la situazione di fig 43:
la curva presenta due rami che si awicinano sempre di più al punto
.4(0, 100).

.._ I

v=+

-0,1
-0,01

0
0,01
0,1

100
10000
non esiste
r 0000
100

Fig. 42 Fig. 43

Per capire che quest'ultima situazione non può verificarsi' si può
ragioflare così: per la funzione data, risulta

{=roo, per r=0,1 e x=-0,1
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Verranno qui precisate le nozioni grafico - intuitive esposte nella presentazione 
e si arriverà a definizioni rigorose analoghe a quelle viste nella lezione 
precedente. Il lavoro sarà diviso in tre parti: 
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2. Limiti di lu.zloni 71
Si osserva poi che y supera il valore 100, purché si sostituiscano ad, valo
compresi fra -0,1 e 0,1, escludendo 0 (fig. aa).
Per descrivere meglio questa sitùazione si introduce Ìa nozione di intorno
(fig. 45): l'insieme di tutti i mrmeri reali -r che soddisfano la disuguaglianza

-0,1<-x<0,1
si chiama intorno di 0 e si indica con (0). Il valote 0.1 si chiama raggio
d€ll'intorno e, se si vuole indicarlo esplicitamente, si scrive 1(0; 0,1).

Fig. 44

Si trova così che risultal
,y>10' purche si scelga.r nell intorno,/t0:0.I).
)> 10" purché si scelga ,r nell inlorno /(01 0.0I).

Fig. 45

Rivediamo attentamente il Égionamento seguito.
- Si è ipotizzata lesistenza di un valore massimo M per Ia y; per esempio

si è scelto
M=102, M=104. ...

- Fissato M, si è trovato l'intorno di 0 nel quale si deve scegliere , in
modo che ) superi M; per esempio

fissaro M-10'1. si lrova /(0: u.l).
fissaro ù4-10'. si rro\a /(0; 0.01r.

E chiaro che il raggio delÌ'intorno dipende dal
Ia scel(a di M e perciò viene indicato con\ enzio-
nalmente con i,u1.

Ora. questo ragionamento si puo
sempre ripetere quando il grafico di una fun-
zione presenti due rami che sembrano avvici
narsr sempre di piir ad una retta d equaTione
r- a (fig. a6). Si arri\a cosr alla delinizione
rigorosa di limite. che si esp me nel modo
seguente (fig. 47):

Fiq. 46

I La lelrera ,' (che si legge deha ) la parte dellallabdo greco e corrìsponde alla d"
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data una ftrnzlone J=Ir), si scrlve

limr=+Ò ossia limflr)=+o,
s€ si verifrcs l! seguente condlzione: comulque si sceglie utr Dumero M,
po6itivo e grandc a pi.cere, si prlò sempre &ovare utr intoÌno I(a, Arf), lale
che risultl

J>M, quando si sceglle r in I(a, Ay).

2. Umiri d tun ioni

itrllli\t\
-r---\ ò" à'

I r-..._ tl.l

Ftg. 47

Basta ora valeni di una simmetria rispetto all'asse delle , (fig. 48) per dire
che dsùlta

limy=--, ossia limflr):-Ò,
se si verlflca la segùe e condlzlonel
scclto comunque ùn nùmero Àr, positivo e grande a pircerg, sl pùò sempra
trovare un intorno I(d, ,M), tale che rlsulti

,<-ir, qurDdo si sceglic r in f(a, ,rr).

Fig. 48

3.



2. Limili di lunzioni

B) Limiti finiti
Vogliamo ora precisare con una definizione il comportamento di una fun-
zione come quella che è espressa da

(,c-2)1Y: t1
ed è rappresentata in fig. 49.

1,5

2
2,O1
2,1

o,25
0,0'l
0,0m1

0,0001
0,01
o,25

Fig. 49 Fis. 50

L'idea suggerita dalla figura è che "si può rendere y vicina a 0 quanto si
vuole, purché si scelga .r sufficientemente vicino a 2".
Quest'idea può essere formalizza|a, basandosi sulla nozione di intomo;
vediamo la linea che si segue, considerando la fig. 50:
- si fissa'quanto, deve essere vicina a 0". indicando un intorno di 0; per

esempio, se / non deve differire da 0 più di 0,25, si fissa (0;0,25).
- successivamente si calcola per quali valori di r si ottengono valori di },

appartenenti ad 1(0;0,25); si trova che questi valori formano l'intomo
di 2 indicato con (2;0.5).

E così, se si vuole che, cada in (0;0,01), si
Si può dunque dire che il simbolo

I'S y=0.

significa che, fissato comunque un intomo
(0), si può trovare un intorno (2) tale che y
appartiene a (0) quando si sceglie r in (2).
Si arriva così alla seguente definizion€ di limite
(fig.51):
data una fùnziole J=J(.r), il simbolo

lim y=7, ossia [mn.r)=1,
signlfica che, Ilssato comùnque un intorno /(l),
si pùò trovare un intomo ,(a) tale che J appar-
tiene sempre ad I(/), quando si sceglie, in r(d).

sceglie .r in (2:0.1)...

Fig.51
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Si osseNa subito che in questa definizione non si è esplicitamente indicato
né il rassio di,l{/). ne il ias.sio di 1(a). Ouando invece si vuole §Pecificare
il raggi6"di quesii due intorii. ci si raie deiseguenli simboli convenzionali:

e indica il raggio di (l),
4 indica il mggio del coffispondente (a).
In questo modo si ha che (fig. 52):
- quando x varia in 1(a. a'.). risulta

a-à,<x<a+A,, ossia -4<.t-a(d" o anche x-a <4,
- se y-l(r) appartiene a (/, E), risulta

l-e<f(x)<l+e, ossia l-e</(x)-/<e o anche f(r)-lJ<e.
Quindi la definizione si può esprimere cosi:

data una funzion€ ,=l(.r), il simbolo
l,r\y=/, ossia limlr)=/'

signilica che, fissato comunque un intorno I(/) di raggio e, si può trovare
ùn iniomo (a, ,J, tale che dsulta

lnr],-l <e,
p€r qualunque.r appartene te a (4, ,.).

Fig- 52

C) Limite destro e limite sini§tro
Cominciamo ancota una volta esaminando alcune curve: i due grafici delle

Fig. 53 Fig. Y
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2. Lm rdrrunaonr 75

Nel caso della fig. 53 la curva ha un asintoto verticale d'equazione l=2;
ma si nota che:

quando si sostituiscono ad .r numeri che si awicinano a 2 "da sinistla"
(iioè che sono inferiori a 2), si ottengono valoti di y negativi e sempre
più grandi in valore assoluto; si sc ve in tal caso

.rE )=--,
e si legge "limite per r che tende a 2 da sinistra uguale a meno infinito".

- ouando si soslitui\cono ad .r numeri che si avvicinano a 2 _da deslra'
1'cioè che sono.uperiori a 2). si ollengono valori di y po(ttivi e §empre
più grandi; si sc ve in questo caso

]9. r:+-,
e si legge "limite peru che tende a 2 da destra uguale a più infinito"

E così, nel caso di fig. 54, la cu a presenta un asintoto verticale d'equa-
zione x=l e si ha

lim Y=-*
opPure

lim 1'-+o

l{ r=--
Ouesti due casi hanno una caratteristica cornune: quando si sostituiscono
ad.r numeri che si awicinano ad un dato numero a, si ottengono valori di
), sempre più grandi in valore assoluto, ma y mantiene un dato segno (per
esempio positivo) se.x si avvicina ad a da destra, mentre ha segno oPpo-
sto, se si awicina ad a da sinistra.
In casi come questo si distingue il limite destro dal limite sinistro, scri-
vendo

e lim r =+ e. o)

(2)

Le definrzioni che de\cri\ ono in modo piu riSoroso quesle )ituazioni sono
del rutto analoghe a quelle pre.enLate nèlh p;rle A). con un unica modili-
ca: invece di pàrlare di intorno di a di raggio'ì, si parla di intorno destro
ed intomo sinistro di a (fig. 55).
Il termine intorno d€stro di raggio ày indica I'insieme di aumeri reali .r che
soddisfano le disuguaglianze

a<x<a+òri, ossia ;-al<a',v con r>a;
e così l'intorno sinistro indica l'insieme di nume reali x che soddisfano Ie
disuguaglianze seguenti

a-àM<x<a, ossia x-al<o',y con :v<4.

Fig. 55

Talvolta. invece di scrivere i simboli (1) o (2) si scrive più brevemente

indicando così il fatto che / diventa sempre più grande in valore assoluto,
quando , assume valori prossimi ad a.

E* /=-,

6.
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Esaminiamo infine il grafico di una Iunzione meno usuale; vedremo così
un'altra situazione in cui è opportuno distinguere il limite destro da quello
sinistro.

. In fig. 56 è rappresentata la funzione'y=[x], per cui risulta, per
esemplo:

,\t y=0, 
,r11" r=t;

.tl.v:1, ):§.r:2'
Nelcaso esaminato si ha la situazione seguente: quando si \ostituiscono ad
.r valori sempre piil prossimi ad un numero a. si otlengono valori di )
sempre piÌr vicini ad un numero finito, ma y si awicina ad un certo nume-
ro {, se ,v si awicifla ad 4 da destra, mentre ] si awicina ad un altro
numero /2, se, si si awiciDa ad a da sinistra.

Anche in casi come questo (fig. 57) si distirgue il limite destro
dal limite sinistro. scrivendo

lim y=h, lim Y=7,.

Le delinizioni che descrivono in modo piil rigoroso quesle situazioni sono
del tutro analoghe a quelle presentate nella pane B). con un'unica modifi-
ca: invece di parlare di intomo di a, si parla di intomo destrc ed intomo
sinistro di a.

YI'l

}+

Fig.56 Fig. 57

I Vedi cap. 1, paragrafo 7-

7.



2. Lirnili ditunzioni

7. Una definizione unitaria di limite
Nel colso di questo capitolo abbiamo ircontrato il concetto di limite in
situazioni diverse, che però presentavano notevoli analogie, taflto da esse-
re descritte per mezzo dello stesso simbolo. Si capisce quindi l'interesse a
ricercare una definizione unitaria di limite che comprenda i va casi in-
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contrati n-ei paragrafi 3 e 6 come casi particola .

E facile ar vare a questa definizione unita a,
nozione di intomo, in modo da applicarla anche alle
compare il simbolo @. Ecco come si può procedere.

se si estende la
situazioni in cui

Si immagina di completare la retta reale con due punti: il punto -@, che
precede tutti i punti della retta reale, ed il punto +6, che segue tutti i
punti della retta reale (fig. 58).

Fig. 58

Così l'insieme di nume reali x, che soddisfano la disuguaglianza

x>k
prende il nome di intorno di +@; mentre I'insieme di nume r, che
soddisfano la disuguaglianza

prende il nome di intorno di -6.In questo modo si arriva alla seguente definizione ùnitaria di limite:

data una funzione ,=/(r), il simbolo

,n],y:l, ossia limjlx):1,
signilica che, Iissato comunque un intorno f(Ò, si può hovate ùn intomo
l(o) tale che J appartiene ad l(/), quando si sceglie .r in f(a).

Due importanti osservazioni:
1) questa definizione assume tutte quelle esposte nei paragrafì 3 e 6,

purché si ricordi che al posto di a ed / si può pensare qualunque
numero reale o, anche, i simboli +@ e -@;

2) questo modo di presentare il concetto di limite potrebbe facilmente
condure a un errore: trattare i simboli +@ e -@ come numed. Oc_
core invece cordare sempre che i simboli +Ò e -Ò non possono
essere considerati come numeri e non si possono eseguire con essi le
usuali operazioni.

La definizione unitaria di limite ha notevole importanza teo ca: permette
infatti di dimostrare in modo semplice e breve delle proprieta che richie-
derebbero altrimenti lunghe e faticose trattazioni.

Due esempi di queste dimostrazioni sono esposte nel paragrafo
seguente.

8.
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8. Due teoremi sui limiti
In questo paragrafo esaminiamo due teoremi che descrivono delle pro_
p eta dei limiti: il teorema della permanenza del segno ed il teorema
dell"rnicifà del ììmite.

A) T€orema della permanenza del segno
II teorema può essere eùunciato nel modo seguente:
Se per una funzione )=J(r) risulta

lim flr)=./,
la fu[zione mantiene lo stesso segno di /, quando .r varia in un opportuno
intomo (d).
Questo teorema conduce a dimostrare in modo tigoroso una prop età che
è facile scoprire graficamente: una funzione y=/(r), che tende per esem-
pio al limite positivo l, avrà come grafico una delle curve di fig. 59; se la
curva si awicina al punto,4(a, l), ci dovià essere un intorno di a, in cui

suìta

-f(*)>0.

Fig.59

Passiamo ora alla dimostrazione del teorema.
tenendo presente che:
- I'ipotesi è costituita dalla seguente condi-

z10ne.
per una funzione v=fix, risulta lim /(r)=/.

- la tesi e che e.iste un intorno /1a1. in cur y
mantiene lo stesso segno di l;

- la dimostrazione del teorema consiste nel
verificare che dall ipotesi segue necessaria-
mente Ia tesi-

Cominciamo col dimostrare il teorema nel ca-
so in cui sulta l>0.
Dallipotesi segue che. scelto un intorno qua_
lunque 1(/). si può sempre lrovare un intorno
/(a), rale che y cada in /(lJ. quando ) varia in
,/(d). Scegliamo allora un intorno /{r'ldi raggio
É=1 e troviamo il corrispondente 1(a) (lig.
60). Quando r varia in (a), si avrà

o<f(x)<u.

9.



2. Limiri difunzioii

Si è così individuato un intorno (d) tale che , rimane positiva (come il
valore /), mentre , varia in 1(d).
Questa dimosffazione si può ripetere nel caso ilr sui risulta l<0, sceglien-
do un intorno (/) di raggio e=-/; resta così dimostÌato il teorenla.

Due osservazioni importanti:
1) il teoÌema è sempÌe valido, qualunque sia il significato che assume a

(un numero o il simbolo o);
2) il teorema porta all'affermazione seguente:

se risulta lim /(x)=1, con l>0,
allora si può trovare un intorno (a), in cui risulta f(r)>0.

Ci si pùò chiedere se vale anche il seguente tmrema inverso di quello
appena dimostrato:
- se sulta /(x)>0 in ìrn intomo (a),
- allora si ha !r1;.f(r):1, con f>0,

Basta un esempio per rendersi conto che occor-
re molta cautela nel considerare questoteorema
inverso, Per Ìa funzione

y=lx _ t )-.
rappresentata in fìg. 61. risulta l>0, quando ,r
varia in un qualunque intorno 1(2), ma si ha

lim v=0.

Fig. 61

B) Teorema dell'unicità del limite
Il teorema può essere enunciato nel modo seguente:
non è possibile che una funzione J=/(.x) ammetta due limiti diversi, quando

La dimostrazione di questo teorema prÒcede per assurdo: si comincia col
supporre che il teorema sia falso; a partire da questa supposizione, si
trrggono varie conseguenze, fino a scoprire che la supposizione di parten-
za è inaccettabile. A questo punto, la dimostrazione è completata, perché
il teorema deve essere necessariamente vero, visto che non può essere
falso.
Cominciamo dunque col suppore che, per una funzione Ì:/(l), risulti:

lim /(x)={
e

llm f(x)=t2

(1)

FE.62

Allora- in base alla definizione di limite. si ha che:
- a Darlire dalla condizione (l). scelro comunque un intorno 1(l). si ptlò

tro\are un intorno /r(a), tale che y appartiene ad l(/'). se I varia in
I,(a\;

- a parlire dalla condizione (2), scelto comunque un intorno I(/)- si può
trò\are un intorno.lz(r). lale che ) apparliene ad 1(12). se x varia in
tr(a).

(2)

10.
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Ora, dato che risulta {+12, si possono scegliere due intorni I(4) e 1(Ò che
non abbiano punti in comune; invece i due intomi /r(a) e 12(a) avranno
cerramenre dei punti in comune (fig. 62).
Scegìiamo allorà x propr io nella parle comune ai due inlorni /rfa) e /'(d):
è cÈiaro che sono verificate efltiambe le condizioni (1) e (2), perciò la
corrispondente y deve lrovarsl nella parte comune ai due inrorni /(l) e
/tl)).-Ma questo e assurdo, perchd i due inlorni (l) e 1(l) non hanno
puntl comunr.

Resta così dimostrato che il teorema è veto: una funzione non
Duo avere due hmiti diversi rr e 12 per.r-4.' È importanre ora \ottolineare Ia genelalità del teorema: Ia dimo-
strazione pres_entata è.empre valida. qualunque sia il significalo delle
lettere a, I o r2; lali lettere possono dunque indicare nr.rmeri o i simboli

Vale anche la pena di confrontare gli enunciati e le dimostrazioni
dei due teoremi esaminati in questo paragrafo:
- il teorema A) enuncia una proprietà che si può interpretare facilmente

da un punto di vista geomètriao_intuitivo e viene dimostrato in modo
diietto;

- nel teorema B) invece, sia l'enunciato, aPparentemente owio, che la
rigida dimostrazione per assurdo portano ad abbandondre lintuizione

I dui teoremi lornisconò dunque un esempio. Parlicolarmenle espressi\o.
di due diveÌsi modi di sviluppare l'analisi matematica:
- un metodo geometrico-intuitivo, largamente appoggiato sull'intuizione,
- un merodo logico-algebrico. molLo a(lenlo al rigore formale. 

-
Si lralra di due ierodiìhe sembrano inconciliabili: eppure gli s\ iluppi pru
interessanti delÌa matematica si trovano prop o dove si sono altemate
geniali intuizioni e gorose dimostrazionì, ar cchendosì vicendevolmente.

11.
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L’implicazione nella dimostrazione dei teoremi 
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