ESERCIZI
Sui limiti infiniti
Per svolgere gli esercizi dal 17 al 28 occorre tenere presenti le seguenti nozioni:
A) la definizione
data una funzione y=f(x), si ha
lim y=+x, ossia Iir!ll flx)=+=,

X—s+%

se si verifica la seguente condizione:
scelto un numero M, positivo e grande a piacere, si puo sempre trovare un valore di x, detto x,,
tale che risulti

f(x)>M per qualunque x>x,,.
B) i procedimenti per risolvere le disequazioni,

17.  Verificare che sono corrette le seguenti uguaglianze:

=400

(Per risolvere, per esempio, il 1° esercizio, si pud procedere cosi: in base alla definizione A),
occorre verificare che, scelto un numero M, positivo e grande a piacere, si puo sempre trovare un
valore di x, detto xy, tale che risulti

2x>M per qualunque x>xy.
Esaminiamo dunque la disequazione

2x>M,
in cui M indica un qualunque numero positivo; le soluzioni di questa disequazione, cioé i valori di
x per cui la disequazione é verificata, sono i seguenti:

x>—1;i.

Questo vuol dire che la condizione A) é verificata con

M
M=%

2
e, dunque, la scrittura é corretta).

18.  Ripetere I'esercizio 17, a partire dalle seguenti uguaglianze:
Jlim (2x—4)=+,  lim (3x+5)=+0

19. Ripetere I'esercizio 17, a partire dalle seguenti uguaglianze:
lim x*=+oo, Jim. (x*=1)=+c

yeakeo
(Nel primo caso la disequazione
¥>M
ha le seguenti soluzioni
>VM o x<-VM,
fra le quali troviamo verificata, in particolare, la condizione A) con
x."=\/ﬁ.. )
20.  Ripetere I'esercizio 17, a partire dalle seguenti uguaglianze:
Jim (P+1)=+,  lim (F*—2x)=+x
21.  Ripetere I'esercizio 17, a partire dalle seguenti uguaglianze:

lim (¥—4x+4)=+,  lim (F¥*—6x+5)=+

X—a b X
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22.

23.

27.

Ripetere I’esercizio 17, a partire dalle seguenti uguaglianze:
X Y 550

=+, Ha, =2

2%+1 x—+x 22X

(Nel 1° caso, fra le soluzioni della disequazione

X—+x

2

X
i

si trovano i seguenti valori di x

x>M+VM+M.

Questo vuol dire che é verificata la condizione A) con
xy=M+VM*+M.)

Ripetere I'esercizio 17, a partire dalle seguenti uguaglianze:

lim "':13=+oo, lim 1=%

—+x | —X

=40

Ripetere I'esercizio 17, a partire dalle seguenti uguaglianze:
lim Vx—1=+0%, lim Vx+4=+w

Fares et
(Nel I° caso, fra le soluzioni della disequazione
x—=I1>M
si trovano i seguenti valori di x
x>M+1.
Questo vuol dire che é verificata la condizione A) con
xy=M*+1).

Ripetere I'esercizio 17, a partire dalle seguenti uguaglianze:

lim \J/—x_=+°°. lim VJx-5=+°°

X 42 Xt b %

Ripetere I'esercizio 17, a partire dalle seguenti Jguaglianze:
lim ef=+, lim In x=+%

X b2 Xer b %

Verificare che sono errate le seguenti uguaglianze:
lim (—4x)=+%, lim (4—x%)=+x
Xos

Xos+x

(Per esempio, nel 1° caso le soluzioni della disequazione
—4x>M
sono date da

M
b o s ERER
4 )
Verificare che sono errate le seguenti uguaglianze:
lim ﬂ=+<>°. lim =+w®
it x=—1 X% 1+X2
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Per svolgere gli esercizi dal 29 al 34 occorre tenere presenti, oltre ai procedimenti per risolvere le
disequazioni, la seguente definizione:

data una funzione y=f(x), si ha
lim y=—0=, ossia ,!‘:'I', Slx)=—2=,

Xatx

se si verifica la seguente condizione:
scelto un numero M, positivo e grande a piacere, si puo sempre trovare un valore di x, detto Xy, tale

che risulti
Jf(x)<—M per qualunque x>Xx\.

29. Verificare che sono corrette le seguenti uguaglianze:

lim ~2=—%, lim ~2x=—c

o oo

(Nel 1° caso, le soluzioni della disequazione
-2x<-M,

sono date dai seguenti valori di x

M
x>2

e percio la scrittura & corretta, perché ¢ verificata la condizione ...)

30.  Ripetere I'esercizio 29, a partire dalle seguenti uguaglianze:
,lim, (3-5x)=—o=, ,liTx (=3x+2)=—=

31.  Ripetere I'esercizio 29, a partire dalle seguenti uguaélianze:
lim (—¥)=—w, lim (4-x)=—=
(Nel primo caso la disequazione
—-x¥’<-M, ossia —xX+M<Q0,
ha le seguenti soluzioni

>VM o x<-VM,

fra le quali troviamo, in particolare, la condizione ...)

32. Ripetere I'esercizio 29, a partire dalle seguenti uguaglianze:
,l_i.T, (—x*+4x)=—0o, lim (—x¥*+4x—4)=—

33.  Ripetere l'esercizio 29, a partire dalle seguenti uguaglianze:
lim (-x*-1)=-o, lim (-x*+2%—1)=—o

X—+%

34.  Dimostrare che & vera la seguente affermazione:
se risulta xlirp f(x)=+, allora risulta anche lim [—f(x)]=—2
-+ Xt

(Tenere presente che, se risulta

f(x)>M, per  X>Xxy,
risulta pure

—f(x)<—M, per  X>Xy...)
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Sui limiti finiti

35s.

37.

39.

Per svolgere gli esercizi dal 35 al 47 occorre tenere presenti, oltre ai procedimenti per risolvere le
disequazioni, la seguente definizione:

data una funzione y=f(x), si ha
lim y=/, ossia ,Ii'»,"x fx)=¢,

X+ %

se si verifica la seguente condizione:
scelto un numero ¢, positivo e piccolo a piacere, si pud sempre trovare un valore di x, detto x,, tale
che risulti

[f(x)—/|<c  per qualunque  X>X..

Verificare che sono corrette le seguenti uguaglianze:

1 2 1

=|=0, lim |—=|=

X X—+% 0

(Per risolvere, per esempio, il 1° esercizio, si puo procedere cosi: in base alla definizione, occorre

verificare che, scelto un numero positivo ¢ piccolo a piacere, si puo sempre trovare un valore di x,
detto x., tale che risulti

1
X
Esaminiamo dunque la disequazione (1) dove ¢ indica un qualunque numero positivo; in base alla
definizione di valore assoluto (o modulo) si ha che la (1) riassume le seguenti due disequazioni:

¢ . (1)
X

lim

X—+%

<ec  per qualunque  x>x, (1)

~dee owm Ls-i ' (1")
X x

Percio, per risolvere la disequazione (1), occorre risolvere le disequazioni (1') e (1"); si ottengono
le soluzioni seguenti:

x>i dalla disequazione (1')
&

x<— 1 dalla disequazione (1")
4

. . L o . .
In conclusione, per la funzione y==, risulta in particolare
x

<e  per qualunque x>~1—
&

Questo vuol dire che la condizione (1) é soddisfatta con
_1
X==
&

e, dunque, I'uguaglianza assegnata é corretta).

Verificare che sono corrette le seguenti uguaglianze:

« fim (l+3)=3, - (—l+3)=3
Ptz |\ X X—s+ % X

Verificare che sono corrette le seguenti uguaglianze:

. 1 . 1
1 —_—= —_—— =
tim (h)=0.  im (- 35)=0

Verificare che sono corrette le seguenti uguaglianze:

. 2x— 1-2x
. l = = —
S e

Verificare che sono corrette le seguenti uguaglianze:

lim 23 -1 jim 3=X__

r—+x 2y E' ,_l.rpx 2x

B9 =
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40. Verificare che sono corrette le seguenti uguaglianze:
i,)=o, lim (—i,)=
e e U

(Nel 1° caso, si é condotti a risolvere la disequazione seguente:

l,- <e,  ossia L,< e dacui xX-— L)
&

X

lim

X%

Fra le soluzioni della disequazione troviamo i seguenti valori di x:

x>\/—7-
&

questo vuol dire che la condizione (1) é soddisfatta con

1
x=\/=
g

e, dunque, l'uguaglianza assegnata é corretta.)

41.  Verificare che sono corrette le seguenti uguaglianze:

lim (—1;+1)=1, lim (—i,+1)=1
x—+x | - X—+x x*
42.  Verificare che sono corrette le seguenti uguaglianze:

- 1 =0, lim — =
Jm (x+1)° =+= (x+1)°
43. Verificare che sono corrette le seguenti uguaglianze:

2+l o, Jim 2-=0

x—s+> S X=sdx x-—l

44.  Verificare che sono corrette le seguenti uguaglianze:
2 2
fm il i 211
X+ ® x- Xtz 3x- 3

45.  Verificare che sono errate le seguenti uguaglianze:

=1, i)

lim
r—=x x4 ] x—tm x—2

mentre sono corrette le seguenti:

lim

Xt

l,+1)=1. lim (l—z)=—2
b o x—+% |\ X

(Nel primo caso, per esempio, si trova la disequazione
V!

——-1

x+1

2
Dato che risulta 0<e<l, la disequazione ha soluzioni — V <x< V , e percio ..

46.  Verificare che sono errate le seguenti uguaglianze:
¥+1 lim =X

lim =1, im
rte X >+ x+1]

<s, ossia " 7 <s, da cui (1—z)x*—e<0.

5

=0

47.  Verificare che ¢ vera la seguente affermazione:
se risulta lim f(x)=¢,  risulta anche Jim [=f(x)]=—¢

(Tenere presenti le seguenti uguaglianze sempre vere:

| fx) =4 |=|=[£(x) 1 |=]~£(x)— (=0) )-
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Sui simboli +o0, —o0, 00
Per svolgere gli esercizi dal 48 al 52 occorre tenere presenti, oltre ai procedimenti per risolvere le
disequazioni, le seguenti definizioni relative ad una data funzione y=f(x).
Si scrive
A) xlir‘nX y={,  ossia lim flx)=/,
B) lim y=/,  ossia lim fix)=/,
C) !inl y=/,  ossia ,!i"l Six)=0°
se si verificano, rispettivamente, le seguenti condizioni:
scelto un numero &, positivo e piccolo a piacere, si pud sempre trovare un valore di x, detto x., tale
che risulti
A) |flx)—/ |<e¢  per qualunque x>x..
B) |fix)—//<e¢  per qualunque x<x..
C) |flx)—/ <c  per qualunque x, che soddisfi |x >x,.

48. Esaminare le seguenti uguaglianze:

fr2ed, Tmo=U. ‘lma=0

x—z X —tE X === X
e risolvere i seguenti quesiti:

— spiegare la differenza fra le tre uguaglianze,
— verificare che le uguaglianze sono tutte vere.

In quale ordine conviene effettuare le verifiche richieste?
(Si puo, per esempio, risolvere il 1° quesito dicendo che:

— la seconda uguaglianza afferma che y assume valori sempre piu vicini a 0, quando si assegnano
ad x valori positivi sempre piu grandi;
— la terza uguaglianza afferma che y assume valori sempre pitt vicini a 0, quando si assegnano ad x

valori grandi in modulo, ma negativi;
— la prima uguaglianza riassume le altre due, affermando che y assume valori sempre pitt vicini a 0,

quando si assegnano ad x valori sempre pit grandi in modulo.
Il grafico e la tabella di fig. 7 suggeriscono che le tre uguaglianze sono tutte vere; inolire basta
verificare la prima uguaglianza ...)

x| y i
-1000 | -0,002
-100 | —0,02
10| -02
-1| -2
1] 2
10 0,2
100 0,02
1000 0,002
Fig.7

49. Ripetere I'esercizio 48, a partire dalle seguenti uguaglianze:

lim (3—2)=—2, lim (3—2)=—2. Jim (Z—z)=—2
e\ s \x X

x—t®

50.  Ripetere I'esercizio 48, a partire dalle seguenti uguaglianze:

=0, lim (—i,)=0, lm (—l,)=0
g P oy

X X be

lim (— ok
p

X

51. Ripetere I'esercizio 48, a partire dalle seguenti uguaglianze:

lim (3—%)=3. lim (3—%)=3. lim (3_11)=3
Xs® x* X X X—a X x*
52.  Esaminare le seguenti uguaglianze:

e S0 Jim el 19 e

e rispondere ai seguenti quesiti:

— spiegare la differenza fra le tre uguaglianze;
- verificare che le uguaglianze non sono tutte vere.
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Per svolgere gli esercizi dal 53 al 60 occorre tenere presenti, oltre ai procedimenti per risolvere le
disequazioni, le seguenti definizioni relative ad una data funzione y=f(x):

Si scrive
A)  lim y=+=, ossia lim_f(x)=+=,

Xt

B) lim y=+%,  ossia lim f(x)=+=,

X

C) lim y=—=, ossia xlir!l‘j(x)=—°°,

X%

D) lim y=—=, ossia ‘lil_n; f(x)=—=,

E) lim y==, ossia ,If.'l' Jflx)==

X%

se si verificano, rispettivamente, le seguenti condizioni:
scelto un numero M, positivo e grande a piacere, si puo sempre trovare un valore di x, detto x,, tale
che risulti

A) fix)>M per qualunque Xx>Xx,,.

B) fx)>M per qualunque x<Xxy.

C) fix)<—-M per qualunque x>Xx).

D) fix)<—M  per qualunque x<x.

E) |ftx)|>M  per qualunque  x che soddisfa  |x|>xy.
53.  Esaminare le seguenti uguaglianze:
lim (3x)=c=, lim (3x)=+e,  lim (Bx)=—c=

X— %
e risolvere i seguenti quesiti:

— spiegare la differenza fra le tre uguaglianze, basandosi anche sul grafico della funzione data;
— verificare che le uguaglianze sono tutte vere; dire se basta verificare la prima uguaglianza per
essere certi che anche le altre due sono vere.

(Tenere presente che la prima uguaglianza afferma solo che, quando x assume valori molto grandi
in modulo, anche y assume valori grandi in modulo; non si da quindi alcuna informazione sul
segnodiy ...)

54.  Ripetere 'esercizio 53, a partire dalle seguenti uguaglianze:
lim (1-2x)=o0, lim (1-2x)=-, lim (1-2x)=+c

X%

55.  Ripetere 'esercizio 53, a partire dalle seguenti uguaglianze:
lim (4-x*)=0o, Jim. (4-x¥)=+w, Jim (4-x)=+

56.  Ripetere I'esercizio 53, a partire dalle seguenti uguaglianze:
lim (1-x*)=2, Jim (1-x*)=—o, Jim (1-x})=—o

X ®
57.  Ripetere I'esercizio 53, a partire dalle seguenti uguaglianze:
3 . 3 . 3
lim \/;=°°, lupz \/;=+°°, lim Vx=—

X% X%

58.  Esaminare le seguenti uguaglianze:

lim Vx=e,  lim Vy=+e, lim Vx=+w
Xt X

Xa%
e rispondere ai seguenti quesiti:

— spiegare la differenza fra le tre uguaglianze, basandosi anche sul grafico della funzione data;
— verificare che le uguaglianze non sono tutte vere.

59.  Ripetere I'esercizio 58, a partire dalle seguenti uguaglianze:

lim Vl—x=oe, lim Vl—x=+0=, lim Vl—x=+®
x—+x

x—% Xb =%

60. Dimostrare che & vera la seguente affermazione:
se risulta  lim f(x)=c  risulta anche  lim [=fx)]=2=

(Tenere presente che risulta |f(x)|=|—f(x)|).
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