Algebra dei limiti finiti
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Limite di una funzione in un punto

Finora abbiamo valutato i limiti di funzioni
in un punto con grafici e tabelle: rivediamo
il procedimento su due esempi.
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Limite di una funzione in un punto
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lim f(x)= 3
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Calcolare il limite di una funzione in un punto

Il procedimento con grafico e tabella e semplice, ma lungo.
Cerco allora un piu rapido procedimento di tipo algebrico.

Quale puo essere I'idea?

Ricordo i procedimenti per costruire funzioni a partire da
poche funzioni elementari.
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Costruire funzioni

Un primo procedimento: applicare le
quattro operazioni per costruire funzioni.
Ad esempio, che cosa succede se
addiziono due funzioni?
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Limite di una somma di funzioni

ESEMPIO
= 2x°=2
x | f0=20 e =" fl +g)
X- x-1
0,5 175 ] 175 +1
0,9 2,71 1,8 271+1.8
0,99 2,97 1,98 297+1,98
| | | |
1 3 2 3+2=5
| | non esiste non esiste | non esiste
1 3 2 3+2=5
f ! { f
1,01 3,03 2,02 3,03 +2,02
1,1 3,31 2,2 331 +2.2
1.5 4,75 3 475+3
lim f(x)=3

x—1
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Limite di una somma di funzioni

IN GENERALE
lim f(x)=m)| | a, m, p
il_I)I(lz g(x)=p| = Jlrl_r,r:,[f (x)+8(x)]=m+p numeri reali

Il ragionamento seguito ha carattere generale e puo

essere ripetuto anche per calcolare il limite delle funzioni

che si ottengono con altre operazioni algebriche, a

partire da due date funzioni.

E questa la prima regola dell’Algebra dei limiti finiti.
Attenzione

Al posto di a, m, p NON posso sostituire il simbolo «.
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Algebra dei limiti finiti

IN GENERALE
Se sono dati lim f(x)=m e limg(x)=p a,m,p
— — numeri reali
Allora trovo|
lim[ f(x)+ g(x)]|=m+p
lim( £(x)- g(x)]=m* p
.1 1
lim ——=—solose p=0g
x—=ag(x) p ] Non posso
L/ dividere per 0
lim =7 ) solo se p = 0“
x—>a g(x) p
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Come e organizzato il calcolo dei limiti

Pensa alla tante funzioni che hai incontrato finora: calcolare il limite

di ognuna di queste funzioni in uno dei suoi punti sarebbe

un’impresa impossibile!

Ecco invece il percorso molto piu rapido che seguirai:

1. Calcolo i limiti di poche funzioni elementari.

2. Studio le regole dell’Algebra dei limiti per calcolare i limiti di tutte
le funzioni ottenute da quelle elementari con procedimenti noti.

Esempi di funzioni ottenute
con 3 funzioni elementari

_ 2sin(x)
- 3

y y=2x" +sin(x)

X
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Un problema aperto

Resta un problema aperto.
Quali funzioni elementari scegliere?
La continuita da una risposta importante.
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Funzione continua in un punto

UNA SINTESI
Un’unica condizione per stabilire se una funzione

y = f(x) e continua in un suo punto di ascissa a.

1. lim f(x)= L (numero reale) \

A—"a

2. Il numero a appartiene al dominio di f{x) %{_iljl f(x)= f(a)
3.la)=L

1%

Grafico
Passo da una parte all’altra dell’ascissa
a senza alzare la penna dal foglio.
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Funzioni continue nell’'insieme R del reali

Penso a tutte le funzioni conosciute; ne trovo
molte con un’importante caratteristica: sono
continue nell’insieme R dei numeri reali.
Preciso meglio il significato di questa frase.
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Funzione continua nell’insieme R dei reali

Una funzione e continua nell’'insieme R dei numeri reali,
se e continua in tutti i suoi punti di ascissa « reale.

Funzione y = f(x) continua
nell'insieme R dei numeri reali

y = flzx) Percorro il grafico senza
alzare la matita dal foglio
Per qualunque numero reale a trovo

lim f(x) = f(a)

ol __

FPar calocolare i imite DAt SOsUiuire
POr x ohe tende ad a o POSO di v

{}f - - v - - -
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Funzioni continue e calcolo di limiti

Ecco un primo procedimento basato sulla continuita.
Per calcolare il limite per x che tende ad a:

Se f(x) & continua in R basta sostituire
a al posto di x

= f(x) continua nell'insieme R = Iim f(x) = f(a)
y X—a
Per qualunque
numero reale a
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Funzioni continue nell'insieme R dei reali

Funzioni elementari

Funzione del tipo y =k,
con Xk numero reale
Ay
3<
Yy =2

11

0 —s—l
2 1 0 1 2 3

1]y = sin(x)

15
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Esempi di limiti ‘calcolati per continuita’

y = f(x) continua nell'insieme R = lim f(x) = f(a)

y = e” continua nell'insieme R = 4

y =sin(x) continua nell'insieme R => <

y = x continua nell'insieme R = -

X—>a

lime* = =1

x—0

lime*=e' =¢

L x—1

limsin(x) =sin(0) =0
x—0

lim sin(x) = sin(n) -l
x—T 2
72

'lir%x=0
Iimx=2

y =2 continua nell'insieme R =
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L x—2

lim2=2

x—0
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Il procedimento e valido solo per
queste quattro funzioni elementari?

No! Perché I'algebra dei limiti porta a
organizzare un’Algebra delle funzioni continue.
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Algebra delle funzioni continue

Se sono date due funzioni y = f(x) e y = g(x)
continue nell’insieme R dei numeri reali,

allora sono continue in R le seguenti funzioni:

y=f(x)+g(x)
y=f(x)-g(x)
1

y=——- 11 dominio esclude gli zeri di g(x)
g(x) T

y= J(x) il dominio esclude gli zeri di g(x)/

g(x)
La funzione composta y = f[ g(x)]

La funzione inversa di y = f(x) in un opportuno dominio

=

Non posso
dividere per 0
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Altri esempi di funzioni continue in R

Funzioni polinomiali, del tipo

y=ax"+a, X"+ .. +ax*+ax+a,

[Ottenute a partireday=xey=k
con addizioni e moltiplicazioni]

Quozienti di polinomi, del tipo

ax"+a,_x"" +..+a,x*+ax+a,| |Sonoesclusidal

b x"+b_ x"+..+b,x* +bx+b, dominio g_ll zeri
del denominatore

y=

[Ottenute dai polinomi con la divisione]

19
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Altri esempi di funzioni continue in R

Inverse di funzioni continue

/\y
2-
INVERSA 1
Yy — \/5
0 X o
o 1 2 3 4
1 '22 i Dominio: x>0
1 y —_ w
FV
y 2+
2-
l'/
1
2 -1 : 0l 2 2 )
INVERSA ,,
14 Y= \/—1—
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Altri esempi di funzioni continue in R

Inverse di funzioni continue

INVERSA

INVERSA
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0 1 2
y = arcsin(x)

-Tt/ 21

Dominio: [-1, 1]
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Esempi di limiti calcolati per continuita
Limiti di polinomi

lirr%(x3+3x2—x)=23+3-22—2=18
lin(1)(x3+3x2—x)=03+3-02—O=O

Limiti di quozienti di polinomi

lim : = : —i
x—=2x> +3x%-x 2°+3-22-2 18
. 3x+5 3:-2+5 11
lim TR T

2—2x” $3x°=x 2?%3:2=2 18
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Esempi di limiti che NON posso calcolare
per continuita

Limiti di quozienti di polinomi

1
lim
»—0fc3 +3x2 — x|~V
»S
. Bx+5 >0
lim (— ; 171 e
x=0x” +3x° —x b o, s i W0 1

Non posso dividere per 0
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Attivita

Completa la scheda di lavoro per calcolare
limiti con l'algebra dei limiti e delle funzioni
continue
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Che cosa hai trovato
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Quesito 1

Limite Calcolo di limiti per continuita
lim(x2~3x) lim(x?~3x)=2?-3-2=4-6=-2
. po Lo 1 _1_1
L i3y 2-32 2 2
limx3—3x2+4 limx’-?sx2+4=23-3-22+4= 0 _o
=2 x*=3x =2 x?-3x 2¢-3.2 =2
2
li_g}' f -3" _-0 |No per continuita, perché non divido per 0
]in,ltx -sin(x) limx-sin(x)= n-sin(n)= n-0=0
= XN
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Quesito 1

Limite Calcolo del limite per continuita
xl—i>lpoo\/; No per continuita, perché co non ¢ un numero
im x im x =4 =2
. Wx _ s
lim~ = 710 | No per continuitd, perché non divido per 0
lim| ¢* +In(x) | lim[ e* +In(x) |=¢' +In(l)=e+0=e¢
lim [e‘ + In(x)] No per continuita, perché co non ¢ un numero

o~

Attenzione ad una lettura accurata dei simboli!
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Quesito 2

2. Calcola 1 seguenti limiti di funzioni
composte con funzioni continue

lim sin(E - x) = sin(E - O) = sin(E) =]
x—( 2 2 2

lim esin(x) — esin(:rt) . eO =1

XN

hmxfl 2 2aV1-0% =1=

limln(l—x)=ln(1 o) In(1)=0

x—0
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Una riflessione sui risultati ottenuti

Con la composizione di funzioni continue ottengo tante
funzioni continue a partire da quelle elementari. Ecco
degli esempi costruiti a partire dalla funzione y = sin(x).

v
'\"? ,L(') . —
' 1 X
>
p‘" v ?
N . & Yy Arcsen x
 ——— — i
3 L ,? quoziente :
sen x |
- / A " : i A ’ CO‘Q X i d : :O - | "x_
y~ 500 X A AT TR TR X * n
Funzione composta :
y = sin| = - x| y= 08 X .
2 ) .
. = - A
Sono esclusi dal =%
dominio gli zeri del
denominatore cos(x) 29
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Quali limiti NON posso calcolare
con I’algebra dei limiti finiti?
A. Limiti di quozienti con denominatore che tende a 0

ESEMPI
I 1 i X 2¢ NON posso
xl_r’(r)l.-)? .‘ e [x2h dividere per 0

0 0

B. Limiti per x che tende a infinito

ESEMPI
. . . ; o NON e un numero
lim e lim x da sostituire ad x
X —>00 X—>—-00

Proprio per calcolare questi limiti, la seconda parte
della lezione presenta I’Algebra dei limiti infiniti.
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